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1.GS方程式の導出



Grad-Shafranov 方程式

◮ H. Grad & H. Rubin (1958)， Shafranov (1966)
によ っ て導かれた方程式． flux function Ψを
用いて書ける楕円型方程式．
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◮ 右辺の電流密度の形を与える こ と で ， 釣り 合
い状態の磁場構造が得ら れる ．



基礎方程式と 仮定
◮ 定常 ( ∂

∂t = 0)で軸対称 ( ∂
∂ϕ
= 0)を仮定．

◮ Maxwell方程式

∇ · E = 4πρe, ∇ · H = 0, ∇ × E = 0, ∇ × H = 4π
j
c
.

◮ ideal MHDを仮定
◮ 一般化さ れた Ohmの法則

E +
v
c
× H = 0.

◮ ベク ト ルポテンシャ ル A

H = ∇ × A.



flux function Ψ

◮ ∇ · H = 0から導かれる ． 等高線が磁力線を
表す．
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1
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.

◮ ベク ト ルポテンシャ ルと の関係．

Ψ(R, z) = RAϕ(R, z).

◮ 磁場構造を決定する関数．



GS方程式
◮ Ψを使っ て磁場を書き直す．
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◮ −Rを かけて ． Maxwell方程式に代入し ， 電流
と 関係付ける ．

∆
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Ψ = −4πR

jϕ
c
.



2.運動方程式の積分可能条件と
電流密度の形



自己重力電磁流体

◮ 自己重力がある流体の GS方程式を考える ．
◮ 基礎方程式

∇ · (ρv) = 0,
1
ρ
∇p = −∇φg + Ω

2R eR +
1
ρ

(
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)

,

∆φg = 4πGρ,

◮ Maxwell方程式， 自己重力流体の式， 適切な
境界条件の全てを満たし た釣り 合い状態を求
める ．

◮ 以下， Tomimura & Eriguchi(2005)ら の定式化
に基づく (参考文献参照)．



積分可能条件と 電流密度の形
運動方定式が

∫

dp
ρ
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∫

µ(Ψ) dΨ +C,

と いう 形に積分が可能な時， 電流密度は
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κ(Ψ)， µ(Ψ)， Ω(Ψ)は Ψの任意関数．
そ れぞれの任意関数に具体的な関数形を与える こ
と で ， 様々な磁場構造が得ら れる ．



Ψの任意関数Ω

vϕ = RΩを用いて ϕ成分を考える と ，

∇ × E = −∇ ×
(v
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× H

)

= 0
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と なる ので ，
Ω ≡ Ω(Ψ).

�

�

�

�
回転は Ψによ っ て決ま る ．



Ψの任意関数κ
Lorentz力 F = j/c × Hの ϕ成分を考える ．

Fϕ =
jz
c

HR −
jR
c

Hz = 0,

と なる ． 電流密度を Ψで書き直す．
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よ っ て ， Ψの任意関数 κを用いて

RHϕ ≡ κ(Ψ).
�
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ト ロイ ダル磁場は κ(Ψ)によ っ て決ま る ．



Ψの任意関数µ その 1
運動方程式の遠心力と Lorentz力の項が，
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と 書く こ と ができ る と ， 運動方程式が積分でき
る ． 今ま での任意関数を用いて計算し てみる と ，
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Ψの任意関数µ その 2
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と 定義する と ，
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µ(Ψ)は poloidal磁場の偏り 具合を表す．



運動方程式の積分

以上のよ う な任意関数を用いて ．

1
ρ
∇p = −∇φg + Ω

2R eR +
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(
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)

,

⇓

∫

dp
ρ
= K(N+1)ρ1/N

= −φg+RΩ2(Ψ)+
∫

µ(Ψ) dΨ+C.

拡張さ れたベルヌ ーイ の式が得ら れた ． 釣り 合い
状態の磁場から の影響を組み込んで物質 (ρ)を決
定でき る ．



3.GS方程式の解法



GS方定式の左辺
◮ こ こ ま でで ， GS方定式の右辺 (電流密度)は
決ま っ た ．
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◮ 左辺の Ψを Aϕ(= Ψ/R)に ， 微分演算子を ラプ
ラシア ンに書き換える ．
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一般化さ れた GS方定式

以上から ， 次のよ う な Poisson型方定式が得ら
れる ．

∆(Aϕ sinϕ) = S sinϕ,

S = −
(

κ′Hϕ + 4πρRµ + 4πρR3
ΩΩ

′
)

.

こ の方定式を一般化さ れた GS方定式と し て ， Aϕ
に関し て解き ， そ こ から Ψを求める ．



無限遠での境界条件の取り 込み
◮ 2つの Poisson方定式

∆φ = 4πGρ, ∆(Aϕ sinϕ) = S sinϕ,

◮ 磁場： Aϕ ⇒ 1
r (O) (Hp ⇒

1
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◮ 重力ポテンシャ ル： φg ⇒
1
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ま と め
◮ 解く べき微分方程式
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.

∆φg = 4πGρ, ∆(Aϕ sinϕ) = S sinϕ.

◮ 積分形
∫

dp
ρ
= −φg + RΩ2(Ψ) +

∫

µ(Ψ) dΨ +C.

φg(r) = −G
∫
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∫
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sinϕ′d3r′.



4.具体的な計算結果



数値計算スキーム
◮ HSCF Scheme (Hachisu 1986(a,b))を使用．

z

R0

star

N

ρ > 0

ρ = 0

ρ = ρmax

r = rmax

r = rmin

R = 1

z = q

◮ 軸比 qを固定する こ と で ， 他のパラ メ ータ を決
定する ．



具体的な任意関数の形
電流密度

j
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κ′(Ψ)
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eϕ.

に対し て ，
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Ω(Ψ) = Ω0(Ψ2
+ d2)α,

µ(Ψ) = µ0(Ψ + ǫµ)
m.

ただし ， Ψmaxは真空 (密度 0)で最も大き い Ψ

Y(x) =

{

0, (x ≤ 0)
1, (x > 0)



flux function Ψの例
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◮ Ψの等高線 (青)と 星の表面 (緑)， 密度 (赤)， poloidal磁
場 (ピンク )



磁場構造の例

◮ 赤が toroidal磁場， 緑が poloidal磁場．



BHと ト ーラス



Ψの等高線
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５ .今後への展望



今後への展望

ま ずは Newton重力で
◮ 星と ウ イ ン ド の系の計算．

◮ Sakurai(1985)解など ．

◮ BH(質点)と ト ーラス と ウ イ ン ド の系の計算．
次に一般相対論に拡張し て ，

◮ magnetarの磁場構造の計算．
◮ BH(質点では無い )と ト ーラスの計算．
◮ 星と ウ イ ン ド の計算．
◮ BHも含めた磁気圏の GS方程式の計算．



次回へ続く ?


